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Zur Einbettbarkeit von Graphen in den Torus 
R. BODENDIEK UND K. WAGNER 
1. EINLEITENDE BEMERKUNGEN 
In [2] sind fiir i = 0, 1, 2, 3, 4 fiinf verschiedene partielle Ordnungsrelationen >; auf 
beliebigen nichtleeren Graphenmengen r ~ ro = { G / Gist ein endlicher, schlichter und 
ungerichteter Graph} mit Hilfe elementarer anschaulich einfacher Prozesse Ro, RI> R2, 
R3 und R4 eingefiihrt. 1m einzelnen sind diese fiinf elementaren Operationen nach [2] 
folgendermaBen definiert: Ro bedeutet das Streichen einer Kante oder einer isolierten 
Ecke von GEr. RI stellt die Kontraktion einer Kante k = (a, b) von G dar, bei der 
mindestens eine der beiden Endecken a und b von k hochstens den Eckengrad zwei 
besitzt. R2 ist dagegen als die Kontraktion einer Kante k = (a, b) von G definiert, bei der 
die beiden Endecken a und b von k jeweils den Eckengrad mindestens drei besitzen. R3 
ist ferner die Umwandlung eines Dreibeins von G in ein Dreieck. Genauer beschrieben, 
bedeutet R3 somit also das Streichen einer Ecke a von G mit dem Eckengrad y(a, G) = 3 
und das anschlieBende Umlegen der drei in a anstoBenden Kanten von G zu einem 
Dreieck durch die drei Nachbarecken von a. R4 schlieBlich bedeutet die Umwandlung 
eines Doppeldreibeins von G in ein Doppeldreieck. Genauer gesagt, HiBt sich R4 als das 
Einfiigen einer neuen Ecke auf einer Kante (a, b) von G wobei a und b in G jeweils 
den Eckengrad drei haben miissen, und das anschlieBende Anwenden von R3 sowohl auf 
die Ecke a als auch auf die Ecke b beschreiben. 
An dieser Stelle sei auf zwei Tatsachen besonders hingewiesen. Durch das Anwenden 
von RI bis R4 konnen natiirlich auch Doppelkanten entstehen. Da man jedoch stets eine 
der beiden so entstandenen Doppelkanten mittels Ro vorher schon streichen kann, 
beschrankt man sich bei der Anwendung von RI bis R4 von vornherein nur auf diejenigen 
Faile, bei denen keine Doppelkanten entstehen. Weiterhin ist zu beachten, daB die 
Anwendung von R4 nur sinnvoll ist, wenn die Kante (a, b) von G tatsachlich durch eine 
neue Ecke unterteilt wird, da andernfalls durch Anwendung von R3 auf die Ecke a die 
Ecke b den Eckengrad vier bekame und die Anwendung von R3 auf b blockiert ware. 
Interessant im Hinblick auf die spateren Ausfiihrungen ist die Tatsache, daB die fiinf 
elementaren Operationen Ro bis R4 samtlich flachentreu sind, und zwar in dem Sinne, 
daB fiir jede geschlossene orientierbare oder nichtorientierbare Flache f, in die ein Graph 
G aus ro einbettbar ist, auch allee Graphen, die aus G durch Anwenden von R; fiir i = 0, 
1, 2, 3, 4 entstehen, in f einbettbar sind. 
Mit Hilfe dieser fiinf elementaren Operationen lassen sich nun die fiinf oben schon 
erwahnten partiellen Ordnungsrelationen >; fiir i E {O, 1, 2, 3, 4} folgendermaBen 
definieren: Sei r eine beliebige nichtleere Teilmenge von ro. Zwei Graphen G und G' 
aus r stehen genau dann in der Relation>; fiir i = 0, 1, 2, 3, 4 mit (G, G') E > i> wenn 
entweder G = G' gilt oder wenn eine Folge von Graphen GI> G2, ••• ,Gn aus ro mit 
n E N\{l}, G = G 1 und G' = Gn derart existiert, daB fiir jedes y = 2,3, ... , n der Graph 
Gy mittels Anwendung eines Rj E {Ro, Rh ... ,RJ auf Gy _ 1 entsteht. Fiir jedes i E 
{O, 1, 2,3, 4} ist >; offensichtlich eine partielle Ordnungsrelation auf r. Ferner erkennt 
man sofort, daB >0 im wesentlichen die Teilgraphenbeziehung, > 1 die Unterteilungsrela-
tion und >2 die Homomorphie darstellen. AuBerdem ist unmittelbar einsichtig, daB fiir 
jedes i E {O, 1,2, 3} die Relation> ;+1 feiner als >; ist. Daher gilt nach [2] bekanntlich, 
wenn man die Menge aller beziiglich >; minimalen Elemente aus r mit M;(r) benzeichnet, 
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die folgende Inklusionskette: Mir)!; M3(r)!; Mz(r)!; M.(r). 1st nun r etwa gleich 
der Menge aller nicht in die Ebene einbettbaren Graphen, so besteht M 4(r) wegen 
(K3,3, Ks) E R4 nach dem Satz von Kuratowski* aus genau einem Graphen, niimlich dem 
Ks. 1st r hingegen gleich der Menge aller nichtprojektiven Graphen aus r o, so enthiilt 
M 4(r) nach [1] genau zwolf minimal en Graphen. 1m folgenden wird nun die explizite 
Bestimmung der Minimalbasis M 4(r) in AngrifI genommen, und zwar fiir den Fall, daB 
r die Menge aller nicht in den Torus einbettbaren Graphen aus ro ist. Es wird gezeigt, 
daB M 4(r) mindestends 14 Graphen G .. G2 , ••• , G.4 enthiilt, indem diese 14 Graphen 
explizit angegeben und als Elemente von M 4(r) nachgewiesen werden. 
AbschlieBend, wird noch ein Beispiel einer Graphenmenge r und einer partiellen 
Ordnungsrelation u angegeben, fiir die die zugehorige Minimalbasis M(r, u) unendlich 
ist. In Figur 1 ist aufgezeigt, daB der K7 in den Torus f. so einbettbar ist, daB der Torus 
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tranguliert wird. Daher hat jeder minimale Graph aus Mir) mindestens acht Ecken. 
Ferner ist nach dem Satz von Kuratowski fiir die Ebene klar, daB jeder Graph aus M 4(r) 
entweder ein U(K3,3) oder ein U(Ks) enthiilt. Daher ist es fiir die explizite Bestimmung 
von M 4(r) zuniichst einmal iiuBerst zweckmiiBig, die Einbettungsmoglichkeiten der 
beiden Kuratowskischen Graphen K 3•3 und Ks in den Torus f. genauer zu untersuchen. 
Bekanntlich haben der Ks und der K3,3 jeweils das Geschlecht 1 und gestatten somit 
nach [4, 5] jeweils nur solche Einbettungen in den Torus f to bei den en alle entstehenden 
Fliichenstiicke, in die f. durch den K3,3 bzw. den Ks bei der Einbettung zerlegt wird, 
Elementarfliichenstiicke und somit homoomorph zu ofIenen Kreisscheiben sind. Ferner 
erfiillen sowohl der K 3,3 als auch der Ks das Analogon der Eulerschen Polyederformel 
in der Form e - k + f = 0, wenn e die Anzahl der Ecken, k die Anzahl der Kanten und f 
die Anzahl der Elementarfliichenstiicke bedeuten. Auf Grund der Untersuchungen von 
G. Ringel und J. Youngs in [5] sind diese Tatsachen also siimtlich bekannt, doch bleibt 
jetzt noch zu untersuchen, welche verschiedenen Einbettungsmoglichkeiten des K 3,3 und 
des Ks in den Torus realiter bestehen. Wiihrend man bei den Einbettungsuntersuchungen 
auf der projektiven Ebene davon ausgehen konnte, daB bei jeder Einbettung des K3•3 
bzw. des Ks in die projektive Ebene die entstehenden Fliichenstiicke nebst ihres Randes 
homoomorph auf den Einheitskreis mit seinem Rand abgebildet werden konnen, treten 
beim Einbetten der Kuratowskischen Graphen in den Torus erstmals Fiille auf, bei den en 
die entstehenden Fliichenstiicke des Torus eben nur homoomorph zur ofIenen Kreis-
scheibe sind. Urn dies aufzeigen zu konnen, wird nun zuniichst der BegrifI des Riickkehr-
schnitts des Torus kurz behandelt. 
* Auf das Problem, ob dem Satz von Kuratowski ein analoger Satz auch fiir beliebige Geschlechtszahlen 
p > 0 besteht, hat bereits D. Konig in [8] auf Seite 199 hingewiesen. 
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Wie in Figur 1 schon angewandt, erhiilt man, wenn man den Torus liings eines Meridians 
und liings eines Breitenkreis aufschneidet, bekanntlich ein Fliichenviereck, aus dem man 
seinerseits den Torus wieder durch Identifizieren (Zusammenheften) gegeniiberliegender 
Seiten erhiilt. Offensichtlich kann man den Torus f 1 auf verschiedene Weisen in ein 
Fliichenviereck aufscheiden, so daB sich f 1 analog wie oben durch Identifizieren der 
sich gegeniiberliegenden Seiten dieses Fliichenvierecks ergibt. Jedes solche durch zwei 
Kreise von f 1 und Aufschneiden dieser Kreise gewonnene Fliichenviereck von f 1 wird in 
Anlehnung a [6] ein Riickkehrschnitt von f 1 genannt. Die Figur 2 zeigt drei verschiedene, 
jeweils durch gestrichelte Linien angedeutete Riickkehrschnitte von f \. 
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Sei nun G ein in f \ eingebetteter Graph, der im folgenden beziiglich verschiedener 
Riickkehrrschnitte von f \ betrachtet werden soil. Zur Vereinfachung der Sprechweise wird 
der Rand des Fliichenvierecks, das zu einem Riickkehrschnitt gehort, kurz der Rand des 
betreffenden Riickkehrschnitts genannt. Dabei werden aber. stets im folgenden zwei 
gegeniiberliegende Randpunkte nur einfach geziihlt, da sie au f 1 ja denselben Punkt 
darstellen. Offensichtlich gibt es nun Riickkehrschnitte von f h die auf ihrem Rand keine 
Ecken des in f \ eingebetteten Graphen G enthalten. Under dies en Riickkehrschnitten von 
f 1 gibt es dann natiirlich auch mindestens einen Riickkehrschnitt R( G) von f 1 dessen 
Rand mit den Kanten von G eine Minimalzahl von Punkten gemeinsam hat. Diese 
Minimalzahl wird kurz die Schnittzahl von G genannt und im folgenden knapp mit a( G) 
bezeichnet. Offenbar ist G planar, wenn a( G) = 0 ist. Die Umkehrung gilt aber natiirlich 
nicht allgemein. Mit Hilfe der Schnittzahl wird nun sofort der fiir die weiteren Unter-
suchungen wichtige Satz bewiesen: 
SATZ 1.1. 1st Zein Kreis auf dem Torus, so folgt notwendig a(Z) = 0 oder a(Z) = 1; 
mit anderen Worten bedeutet dies: Jeder Kreis Z auf dem Torus begrenzt entweder ein 
Elementaifliichenstiick oder ist selbst ein Meridan bzw. Breitenkreis von fl. 
BEWEIS. Sei R(Z) ein Riickkehrschnitt von fh des sen Rand mit Z eine Minimalzahl 
von Punkten gemeinsam hat. Dann folgt sehr leicht aus Figur 2, daB es auf Z keine zwei 
unmittelbar aufeinanderfolgende Schnittpunkte mit dem Rand von R(Z) gibt, wovon der 
eine auf dem oberen (bzw. linken) und der andere Randpunkt auf dem unteren (bzw. 
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rechten) Rand von R(Z) liegt, da man sonst durch Wahl eines neuen Riickkehrschnitts 
die Schnittzahl von Z verkleinern konnte. Demnach konnte hochstens noch der Fall 
eintreten, daB der eine Schnittpunkt etwa auf dem linken Rand und der andere 
Schnittpunkt von Z mit dem Rand von R(Z) auf dem oberen Rand von R(Z) liegt. Aus 
Symmetriegriinden kann angenommen werden, daB Z mit DF hochstens so viele 
Schnittpunkte wie mit DE hat. Der Vergleich mit dem neuen in Figur 3 gestrichelt 
A B 
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eingezeichneten Riickkehrschnitt laBt sofort erkennen, daB Z mit DF gleich viele 
Schnittpunkte wie mit DE haben und notwendig durch A und aus Symmetriegriinden 
dann auch durch C laufen miiBte. Hinter A miiBte dann Z durch den oberen oder rechten 
Rand von R(Z) laufen. Man bekame dann aber wieder einen neuen Riickkehrschnitt, 
dessen Rand weniger Schnittpunkte mit Z als der Rand R(Z) besaBe. Also folgt notwendig 
u(Z) = 0 oder u(Z) = 1. 
2. DIE EINBETIUNGSMOGLICHKEITEN DES K 3,3 IN f I 
Mit Hilfe des Satzes 1.1 und der Tatsache, daB das Geschlecht y(K3,3) = 1 ist, kann 
man leicht die Frage beantworten, welche topologisch verschiedene Moglichkeiten der 
Einbettung des K 3,3 bzw. einer Unterteilung U(K3,3) in f I existieren, Es gilt namlich der 
SATZ 2.1. Eine Unterteilung U(K3,3) kann auf genau zwei topologisch verschiedene, in 
den Figuren 4 und 5 dargestellten Weisen in den Torus eingebettet werden. Bei fester 
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Bezeichnung der Hauptecken von U(K3,3) existieren genau 20 verschiedene Einbettungen 
des U(K3,3) in den Torus, 
BEWEIS, Es sei U(K3,3) eine beliebige Unterteilung des K 3,3' Dann betrachte man ein 
Sechseck Z des U(K3,3) durch die sechs Hauptecken* von U(K3.3). Nach Satz 1.1 gibt 
es fiir die Einbettung des Sechsecks Z in den Torus nur die beiden Hille, daB Z entweder 
ein Breitenkreis (bzw. Meridian) oder ein 'FHichensechseck' von f I begrenzt. Da der 
ganze U(K3,3) aus dem Z durch Adjunktion von drei weiteren disjunkten Hauptwegen 
entsteht, folgt leicht, daB es fiir die Einbettung des U(K3,3) in den Torus f I gerade die 
beiden Hille A und B der Figuren 4 und 5 gibt, Da nun im Fall A der Figur 4 fiir die 
gemeinsame Grenze (a;, ... , bj ) mit i, j E {I, 2, 3} der beiden Fliichenvierecke des eingebet-
teten U(K3,3) genau neun Hauptwege in Frage kommen, gibt es also im Fall A 
oflensichttlich genau 18 verschiedene Einbettungen des U(K3,3) in fl' 1m Fall B der Figur 
5 zerlegt der eingebettete U(K3,3) den Torus in drei Fliichensechsecke. Man erkennt hier 
nun leicht, daB es bei dieser Einbettung des U(K3,3) in f I genau zwei verschiedene 
Moglichkeiten gibt, denn bei jeder dieser Einbettungen des U(K3,3) in f I in drei 
Fliichensechsecke kommt immer entweder das Sechseck al bl a2b2a3b3a}, oder das Sechseck 
alb3a2b2a3blal vor. Die beiden anderen Sechsecke desjeweiligen Fliichentripels entstehen 
jeweils durch zyklische Vertauschung von b}, b2, b3 bzw. b3, b2, bl . Foiglich gibt es genau 
20 verschiedene Einbettungen des U(K3,3) in den Torus, 
Ergiinzend, sei noch bemerkt, daB auBer der Fliichenvierecke und Fliichensechsecke, 
in die der eingebettete U(K3,3) den Torus zerlegt, nur noch im Fall A ein Fliichenstiick 
hinzukomint, das aus dem Zehneck albla3b2alb3a3bla2b3al durch zusammenheften von 
(a}"" b3 ) mit dem 'gegeniiberliegenden' (a}"." b3 ) sowie durch Zuammenheften von 
(b}, . .. , a3) mit dem gegeniiberliegenden (b}, . , , , a3) (Figur 4) entsteht, wobei natiirlich 
a}, a2, a3 unter sich und entsprechend b}, b2, b3 unter sich beliebig permutiert werden 
diirfen und somit gerade 18 verschiedene Fiille solcher Zehnecke entsprechend, der 18 
verschiedene Einbettungen des U(K3,3) im Fall A ergeben. 1m Hinblick auf die spiiteren 
Anwendungen werden diese Fliichenstiicke kurz vom Typ A oder auchjeweils das Zehneck 
von U(K3,3) bei der betreflenden Einbettung des U(K3,3) in f I genannt. Es sei auch noch 
einmal extra darauf hingewiesen, daB das Zehneck jeweils ein Elementarfliichenstiick in 
dem Sinn ist, daB es das homoomorphe Bild einer K!eisscheibe ohne Rand ist. 
Diesen Abschnitt abschlieBend, sei noch im Hinblick auf die spiiteren Anwendungen 
darauf hingewiesen, daB es im Fall B der Figur 5 oft sehr niitzlich ist, wenn man die drei 
Fliichensechsecke auf dem Torus so darstellt, wie es in Figur 6 geschieht. 
* Man beachte, daB Z eventuell auf den sechs Hauptwegen von U(K3
0
3) Zwischenecken besitzen kanno 
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3. DIE EINBETIUNGSMOGLICHKEITEN DES Ks IN f \ 
Da der Ks ebenfalls eine wichtige Rolle bei der expliziten Bestimmung der Minimalbasis 
der nicht in den Torus einbettbaren Graphen spielt, wird nun zuerst die Frage beantwortet, 
wie viele verschiedene Einbettunggen des Ks in den Torus existieren. Es gilt namlich der 
SATZ 3.1. Es gibt genau sechs topologisch verschiedene Einbettungsmoglichkeiten des 
Ks in den Torus. 
BEWEIS. Da das Geschlecht des Ks auch 1 ist, gilt fiir den Ks die Eulersche Polyeder-
formel in der Form J = 5, wenn J die Anzahl der Fliichenstiicke angibt, in die der Torus 
bei der Einbettung des Ks zerlegt wird. Ferner ist klar, daB der Ks zwei Dreiecke enthiilt, 
die in genau einer Ecke zusammengeheftet sind. Daher ist es naheliegend, die folgenden 
drei Fiille (a) bis (c) zu unterscheiden: (a) Die beiden zusammengehefteten Dreiecke des 
Ks sind Fliichendreiecke bei der Einbettung des Ks in den Torus. (b) Genau eines der 
beiden Dreiecke des Ks ist ein Fliichendreieck bei der Einbettung des Ks in f \. (c) Keines 
der beiden Dreiecke des Ks ist ein Fliichendreieck auf dem Torus bei der Einbettung des 
Ks· 
Da der Ks aus den beiden in einer Ecke zusammengehefteten Dreiecken durch Adjunk-
tion von genau vier neuer Kanten entsteht, stellt man durch weitere Fallunterscheidungen 
hinsichtlich dieser vier Kanten sehr schnell fest, daB es genau sechs verschiedene Typen 
von Einbettungen des Ks in den Torus gibt, die in Figur 7 siimtlich dargestellt sind. 
Besonders erwiihnenswert ist hierbei die Tatsache, daB es hier die Einbettungen IV und 
VI gibt, bei denen der Torus durch den eingebetteten Ks in lauter Elementarfliichenstiicke 
im strengen Sinn zerlegt wird; d.h., bei diesen beiden Einbettungen ist jedes Fliichenstiick 
mit dem zugehorigen Rand ein homoomorphes Bild einer abgeschlossenen Kreisscheibe. 
Die bei den nachfolgenden Untersuchungen besondere Schwierigkeiten bereitenden Ein-
bettungen sind diejenigen, bei denen jeweils genau ein Fliichenstiick entstanden ist, das 
sich nebst zugehorigem Rand nicht als homoomorphes Bild einer abgeschlossenen Kreis-
scheibe deuten liiBt. In Figur 8 sind diese Fliichenstiicke gesondert dargestellt. * 
Als unmittelbare Folgerung aus Satz 3.1 ergibt sich der 
SATZ 3.2. Sind 0\ und O2 die beiden Oraphen, die sich aus zwei disjunkten Ks zusam-
mensetzen bzw. durch ZusammenheJten zweier disjunkter Ks in genau einer Ecke entstehen, 
* Mit Hilfe dieser sechs topologisch verschiedenen Einbettungen des Ks in den Torus kann man direkt 
beweisen, daB der K6 auf genau acht topologisch verschiedene Weisen und der K7 auf genau eine Weise in 
den Torus einbettbar ist. 
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so gilt OJ. O2 E M 4(T), wenn T die Menge aller nicht in den Torus einbettbaren Oraphen 
aus To ist. Umgekehrt gibt es auf3er diesen beiden minimalen Oraphen 0 1 und O2 keine 
weiteren Oraphen aus M4(T), deren Zusammenhangszahl gleich 0 oder 1 ist (Figur 9). 
92 
FIGUR 9. 
BEWEIS. Die Minimalitat von 0 1 und O2 mit 0" O 2 E M4(T) folgt unmittelbar aus 
den moglichen Einbettungen.des Ks in den Torus, wie sie im Beweis zum Satz 3.1 genau 
angegeben und in Figur 7 zusammengestellt sind. 1st nun umgekehrt 0 ein beliebiger 
Graph aus M 4(T), dessen Zusammenhangszahl 0 oder 1 ist. Dann existieren zwei Teil-
graphen 0' und Oil von 0 mit 0' u Oil = 0, 0' n Oil = 0 bzw. 0' n Oil = {a} derart, daB 
weder 0' noch Oil planar sind, denn andernfalls ware ja sogar der Graph 0 in den Torus 
einbettbar. Wegen K 3.3 > 4 Ks gilt somit auf jeden Fall 0' > 4 Ks und 0"> 4 Ks. Wegen der 
Minimalitat von 0 muB somit notwendig 0 = 0, bzw. 0 = O2 gelten. 
Aus Figur 4 ist nun weiterhin leicht ersichtlich, daB die drei Graphen, die durch 
Zusammenheften zweier disjunkter K 3,3 in genau zwei Ecken entstehen, wobei diese 
beiden Ecken in beiden K 3,3 oder in keinem oder in genau einem der beiden K 3,3 
benachbart sein konnen, in den Torus einbettbar sind. Aus dieser Tatsache folgt nun 
we iter wegen K3,3>4KS und der Flachentreue von >4, daB auch die drei Graphen, die 
durch Zusammenheften eines Ks und eines K 3,3 mit Ks n K 3.3 = 0 in genau zwei Ecken 
entstehen, in den Torus einbettbar sind, wobei diese beiden Ecken in dem K 3•3 benachbart 
oder nicht benachbart sein konnen und in dem zusammengehefteten Graphen naturlich 
benachbart sind. 
Mit Hilfe des Satzes 3,2 kann man einen weiteren minimal en Graphen aus MiT) 
bestimmen. Es gilt namlich der 
SATZ 3.3. Der Oraph 0 3 entstehe aus einem Dreieck mit den Ecken a, b, c durch Anheften 
eines Ks an die Kante (a, b) und eines anderen Ks an die Kante (b, c) und anschlieBendes 
Loschen der Kante (b, c) (Figur 9).* Dannfolgt 03E Min. 
BEWEIS. Sei 0' der erstgenannte Ks von 0 3, Offensichtlich ist 0' ein Teilgraph von 
0 3, Der andere Ks von 0 3 enthalt einen Oil = K4 (mit den Ecken c, a2, e lo e2) ebenfalls 
als Teilgraph von 0 3, Weil 0' das Geschlecht 1 hat, zerlegt 0' den Torus nach [4] und 
[5] so in lauter Elementarflachenstucke, wie es in Satz 3.1 angegeben ist. Ware nun 0 3 
in den Torus einbettbar, so wurde offensichtlich Oil im Innern eines Elementarflachen-
stucks von 0' liegen. Dies stellt einen Widerspruch dar, denn die Ecken eJ. e2 , a2 von 
Oil sind mit der Ecke b von 0' und die Ecke c von Oil ist mit der Ecke a von 0' in 0 3 
benachbart. Also ist 0 3 E r. Indem man nun fur jede Kante k von 0 3 die Graphen 0 3 - k 
bzw. Ck ( 0 3 ) (dies ist derjenige Graph, der aus 0 3 durch Kontraktion der Kante k entsteht) 
betrachtet, erkennt man unter Anwendung von Satz 3.2, daB sie fur jedes k von 0 3 in 
den Torus einbettbar sind. Also ist 0 3 minimal und gehort somit zu M4(T). 
* Offensichtlich kann man an Stelle der Kante (b, c) auch die Kante (a, b) streichen. 
Zur Einbettbarkeit von Graphen 123 
Bevor nun noch ein weiterer minimaler Graph aus MiT) bestimmt wird, solI noch 
ein interessanter Graph G* betrachtet werden. G* bezeichne dabei denjenigen Graphen, 
der durch Zusammenheften eines K6 mit einem K5 mit K5 (") K6 = 0 in genau einer Kante 
k entsteht. G* entsteht andererseits aber auch nach Figur 9 aus dem G3 durch Adjunktion 
der vier zusiitzlichen Kanten (a, e)), (a, e2), (a, a2) und (b, c). 
Daher ist es sehr interessant (denn G3 ist nicht in den Torus einbettbar), daB G* schon 
nach Streichen einer einzigen mit k nichtbenachbarten Kante k) des K6 von G* ind den 
Torus einbettbar ist, was unmittelbar aus III von Figur 7 folgt. Denn nimmt man das in 
Figur 8 fur den Fall III eingezeichnete zusammengeklappte Siebeneck, so gibt die Figur 
10 dies zusammengeklappte Siebeneck mit der zusiitzlichen Einbettung des K6 ohne die 
Kante k) an. Ein weiterer minimaler Graph aus M4(T) wird in dem folgenden Satz 
bestimmt: 
5 
3~----------~~------~ 
4 
FIGUR 10. 
2 
3 
SATZ 3.4. Der Graph G4 entstehe aus einem K4 und einem hierzu disjunkten K5 dadurch, 
daft man eine Ecke a des K5 mit genau zwei Ecken a}, a2 des K4 durch zwei Kanten (a, a)) 
und (a, a2) und eine Ecke b rf a des K5 mit den beiden anderen Ecken b}, b2 von K4 durch 
zwei Kanten (b, b)) und (b, b2) verbindet (Figur 11). Dann gilt: G4 E M4(T). 
FIGUR 11. 
BEWEIS. Man beachte, daB G4 (analog wie G3 ) einen K5 und einen hierzu disjunkten 
K4 enthiilt. Indem man Figur 10 zur Hilfe nimmt und die Einbettbarkeit des K6 in den 
Torus beachtet, erhiilt man auch unmittelbar G4 E M4(T). Dabei erhiilt man die Einbet-
tungsmoglichkeiten des K6 in den Torus, wie oben schon kurz erwiihnt, unmittelbar aus 
den Einbettungsmoglichkeiten des K5 in den Torus. 
Mit Hilfe des oben eingefuhrten Graphen G* E T kann man leicht zeigen, daB jeder 
minimale Graph G aus M 4(T), dervon G3 und G4 verschieden ist und die Zusammenhangs-
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zahl 2 besitzt, mindestens zehn Ecken enthiilt. Also sind G3 und G4 die einzigen 
2-trennbaren Graphen aus Mir) mit neun Ecken. Es gilt nun weiter der 
SATZ 3.5. Der Graph G5 entstehe durch ZusammenheJten dreier disjunkter K5 in der 
gleichen Kante k und anschlieBendes Loschen von k. Dann gilt: G5 EMir) (Figur 11). 
BEWEIS. Sei G' der Teilgraph von G5, der durch Zusammenheften zweier disjunkter 
K5 in k und anschlieBendes Loschen von k entsteht. Mit Hilfe des Satzes 3.1 und der 
Figur 8 kann man sehr leicht zeigen, daB bei jeder Einbettung von G' in den Torus der 
Rand eines jeden Elementarfliichenstiicks entweder hochstens eine Ecke von k enthiilt 
oder ein Kreis ist. Also ist G5 nicht in den Torus einbettbar, da der dritte K5 (ohne k) 
von G5 nicht noch zusiitzlich zu G' in den Torus eingebettet werden kann. Analog zu 
den vorigen Beweisen kann man nun auch die Minimalitiit von G5 nachweisen, so daB 
G5 E M 4(r) folgt. 
Bevor nun noch eine weitere Charakterisierung minimaler, nicht in den Torus ein-
bettbarer Graphen vorgenommen wird, sei noch auf eine interessante Klasse in den Torus 
einbettbarer Graphen hingewiesen. Den minimal en Graphen G3 aus M 4(r) erhiilt man 
nach Definition aus einem Dreieck, indem man zwei Kanten des Dreiecks durch einen 
K5 und einen K5 - k (k ist eine beliebige Kante des K 5) ersetzt. Geht man nun von einem 
beliebigen Kreis Z aus, wiihlt beliebige Kanten von Z aus und ersetzt jede Kante k dieser 
ausgewiihlten jeweils durch einen K5 - k, so sind aIle so entstandenen Graphen offensich-
tlich in den Torus einbettbar. In Figur 12 ist derjenige Graph dargestelIt, der aus dem 
FlOUR 12. 
Kreiss Z = (a h a2, a3, a4, a5, a\) dadurch entsteht, daB jede Kante k durch einen K5 - k 
ersetzt wird. Man iiberlegt sich nun allgemein, daB man jede Kante auch durch in einer 
Ecke aufgesplitterte K5 ersetzen kann. Die so aus Z entstandenen Graphen sind auch in 
den Torus einbettbar. 
Es folgt nun der 
SATZ 3.6. Jeder minimale Graph aus M4(r), der von Gh G2, G3 und G5 verschieden 
ist, enthiilt einen U(K3.3). 
BEWEIS. Angenommen, G sei ein beliebiger, von Gh G2 , G3 und G5 verschiedener 
Graph aus Mir), der keinen U(K3,3) enthiilt. Dann ist notwendig ein U(K5) in Gals 
Teilgraph enthalten. Dies U(K5) wird im folgenden kurz mit U bezeichnet. Ferner werden 
die Hauptecken bzw. Hauptwege von U mit a h a2, a3, a4, a5 bzw. mit W;J fiir i '" j und 
i,j E {I, 2, 3, 4, 5} bezeichnet, wobei W;J genauer derjenige Hauptweg von U mit den 
Endecken ai und aj sein solI. Hat nun ein Hauptweg W;J eine Liinge, die groBer oder 
gleich 2 ist, enthiilt er also mindestens eine von ai und aj verschiedene Zwischenecke a. 
AiJ bezeichne dann die Vereinigung aller derjenigen Wege von G mit dem Anfangspunkt 
a, die durch keine Hauptecke von U tatsiichlich hindurchlaufen und somit also hochstens 
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mit Ausnahme des Endpunktes keine Hauptecke von U enthalten. Auf Grund der 
Annahme, nach der G keinen U(K3,3) enthiilt, wird G durch Q i and aj in zwei Graphen 
AiJ und G' mit AiJn G'={ai, aj} und AiJu G'= G getrennt, wobei AiJ naturlich den 
Weg W;J und G' den Rest von U (d.h. U ohne W;J) enthalten. Seien nun schlieBlich b 
eine Ecke von G, die nicht in U liegt, und Gil die Vereinigung aller derjenigen Wege von 
G mit dem Anfangspunkt b, die durch keine Hauptecke von U tatsiichlich hindurchlaufen. 
Dann ist entweder Gil (falls Gil eine Nebenecke von U enthiilt) ein AiJ oder (falls Gil 
hochstens Hauptecken von U enthiilt) es folgt G = G1 oder G = G2 oder Gil enthiilt genau 
zwei Hauptecken ai, aj von U mit G=G'uG" und G'nG"={ai,aj} wobei U in G' 
enthalten ist. N ennt man daher im letzten Fall Gil auch wieder ein AiJ' so setzt sich dann 
offensichtlich G aus allen AiJ und hochstens Kanten zusammen, die zwei Hauptecken 
von U als Endpunkte haben. Gibt es nun zwei AiJ mit den gleichen i, j, so folgt leicht 
G = Gs, as einen Widerspruch zur Voraussetzung bedeutet. Enthiilt dagegen G zwei AiJ 
mit verschiedenen i und j, so ist G, wie man leicht sieht, auf G3 kontrahierbar. Also 
bleibt allein der Fall ubrig, daB G genau ein AiJ enthiilt. Da AiJ u W;,k U WkJ fur k,t. i, 
j einen U(Ks) = U' enthiilt und fur U' die gleichen Folgerungen wie fur U gezogen 
werden konnen, bleibt nur der Fall ubrrig, daB sich G aus zwei Ks zusammensetzt, die 
in der Kante (ai, aj ) zusammengeheftet sind. Dann ist Gaber in den Torus einbettbar, 
was im Widerspruch zur Wahl von G aus M 4(r) steht. Also enthiilt G,t. Gh G2 , G3, G s 
stets einen U(K3,3)' 
Durch einfache Uberlegungen kommt man sehr schnell zu dem 
SATZ 3.7. Die in Figur 13 dargestellten Graphen G6 , G7 und Gg gehoren zu Mir). 
FlOUR 13. 
BEWEIS. Geht man von der einsichtigen Tatsache aus, daB sich sowohl der G3 als 
auch der G4 dadurch ergeben, daB man den vollstiindigen Graphen K4 mit vier zusiitzlichen 
Endkanten (in jeder Ecke des K4 ist genau eine Endkante vorgegeben) geeignet in den 
Ecken eines vorgegebenen Ks anheftet. Indem man siimtliche Heftungsmoglichkeiten 
durchdiskutiert, erhiilt man neben G3, G4 noch die Graphen G7 und Gg, die offensichtlich 
nicht in den Torus eingebettet werden konnen. Heftet man nun analog den K4 mit den 
vier Endkanten beliebig in den Ecken des K 3,3 an, so ergibt sich der Graph G6 , der 
ebenfalls nicht in den Torus eingebettet werden kann. Ohne besondere Schwiergkeiten 
kann man nun zeigen, daB diese drei Graphen auch minimal sind und somit zu M 4(r) 
gehoren. 
Betrachtet man nun die sechs Graphen G9 = 3>1< K s, GIO = 3>1< 7, G11 = K2 >I< K3 >I< K3, 
G 12, der aus dem vollstiindigen Graphen Kg mit den Ecken eh e2, ... , eg durch Entfernen 
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FlOUR 14. 
der vier Kanten (eh e2), (e3' e4), (es, e6) und (e6, e7) entsteht, und die beiden in Figur 14 
dargestellten Graphen G13 und G14, so gilt der folgende Sachverhalt: 
SATZ 3.8. Die Graphen G9 , G IO, G1l, G 12, G13 und G14 gehoren zu Mir). 
BEWEIS. Durch einfache Untersuchungen weist man nach, daB diese sechs Graphen 
G9 bis G14 samtlich nicht in den Torus einbettbar und iiberdies minimal sind und somit 
zu M4(T) gehoren. 
Die weiteren Untersuchungen zur Bestimmung der Minimalbasis Mir) sind umfang-
reich und daher noch nicht abgeschlossen. Sie lassen aber deutlich erkennen, daB M 4(r) 
endlich ist und ungeflihr 25 minimale nicht in den Torus einbettbare Graphen enthalt. 
Die endgiiltige Bestimmung von MiT) wird in einer spateren Note behandelt. 
4. BEISPIEL EINER UNENDLICHEN MINIMALBASIS 
AbschlieBend, wird jetzt noch ein Beispiel einer Graphenmenge r und einer partiellen 
Ordnungsrelation u auf r behandelt, das dadurch ausgezeichnet ist, daB die zugehorige 
Minimalbasis M(r, u) unendlich ist. Dazu wahle man als partielle Ordnungsrelation u 
die im ersten Abschnitt eingefiihrte Unterteilungsrelation >1 und als Graphenmenge 
r = {inin EN, n ;e 1, 2}. Dabei sind die Graphen Zn schon im dritten Abschnitt eingefiihrt. 
In Figur 12 ist beispielsweise der Graph Zs dargestellt. Allgemein entsteht fUr n ~ 3 der 
Graph in aus einem Kreis Zn = (ah a2, ... , an, a1 ) mit den n Kanten ky = (ay, ay+1) fiir 
'Y = 1, 2, ... , n und an+t = at dadurch, daB man n paarweise disjunkte K5 wahlt, an jeder 
Kante ky von Zn jeweils einen dieser K5 anheftet und anschlieBend die Kante ky loscht. 
Anschaulich kann man in mit einer n-gliedrigen geschlossenen Girlande mit den Knoten-
punkten a h a2, ... , an vergleichen. Es ist klar, daB alle in fiir n ~ 3 in den Torus einbettbar 
sind. Sind nun m, n zwei natiirliche Zahlen aus N\{I, 2} mit n < m, so enthalt in natiirlich 
keine Unterteilung von i m. Umgekehrt enthalt aber auch im aus topologischen Grunden 
keine Unterteilung von in. Daher ergibt sich die Identitat M(r, >1) = r und somit die 
Unendlichkeit der Minimalbasis von M(r, >1)' 
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